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Schatzwerte

m Wahrer Wert nicht messbar, stattdessen folgen Messwerte einer
Verteilung

m Schéatzung eines Parameters a einer Verteilung anhand einer
Stichprobe {x;}
m Schatzfunktion a({x;})
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Schatzwerte

m Wahrer Wert nicht messbar, stattdessen folgen Messwerte einer
Verteilung

m Schéatzung eines Parameters a einer Verteilung anhand einer
Stichprobe {x;}

m Schétzfunktion a ({x;})

x10° Beispiele:

o m & () = Y%
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Kriterien fiir Schatzwerte
Konsistenz

m Der Schatzwert a soll sich fir groBe Stichproben dem wahren
Wert ag annahern

m lim &({x}) = a

a({xh)=xD_x konsistent
i

g ({xi}) = /][] % inkonsistent
i

as ({x;}) = median({x;}) im allgemeinen inkonsistent

as ({x;}) = max({x;}) inkonsistent
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Kriterien fr Schéizwerte
Erwartungstreue

m Schéatzwert 3 ist selbst Zufallsvariable: Andere Stichprobe =
anderer Schatzwert

m Erwartungstreu wenn Erwartungswert des Schatzwerts dem
wahren Wert entspricht

B <a>=a
m Bias b =< a > —ag kann korrigiert werden wenn bekannt
m Im allgemeinen gilt nicht < & >= ag =< f(a) >= f(ap)
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Kriterien fr Schéizwerte
Erwartungstreue: Beispiel

0.2F
I m Moyal-Verteilung mit Mittelwert
0.1f u=75
i m Stichprobe aus 20
ol . . Messwerten, {x;} seien
0 S 10 15 20 aufsteigend sortiert
20
o1sh m a4 ({x}) = 5 I;Xi
11
o1 m (X)) = > x
0.05F =
O L L L L !
4 6 8 10
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Kriterien fiir Schatzwerte
Effizienz

m Kleine Varianz von & wiinschenswert

m Fihrt zu groBer Wahrscheinlichkeit dass a nahe am
Erwartungswert liegt

171 Ni V(émin)
m Effizienz definiert als V)

m V (amin) aus Maximume-Likelihood-Schéatzung oder
Rao-Cramér-Frechet-Grenze.

0.15F
01} m V(&)< V(a)
: m Verzerrung kann korrigiert
0.05 werden
0 — !

4 6 8 10
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Kriterien fiir Schatzwerte
Robustheit

m Robustheit gegenlber ,Ausrei3ern“oder falschen
Voraussetzungen

m Schlecht quantifizierbar
m Mehr Robustheit geht meist auf Kosten der Effizienz

m Beispiel: Ausrei3er bei
Cauchy-Verteilung

m Mittelwert nicht robust

m Median robust; Effizienz
~ 70%
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Idee von Maximum Likelihood
Idee von Maximum Likelihood

Definition
L(xja) :=f (x]a) L (xla)-...= [[ fi(xla)

i

m £ heiBt Likelihood-Funktion

m L ist Wahrscheinlichkeitsdichte in x, abhangig von den zu
bestimmenden Parametern a

m L ist nicht Wahrscheinlichkeitsdichte in a: [ £ (x|a)da # 1

m Suche a fir den die gemessene Messwerte {x;} am
wahrscheinlichsten sind

m L({x;}|a) = Maximum
m In der Praxis oft: Minimiere Log-Likelihood-Funktion
F=—(2)log L
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Idee von Maximum Likelihood
Beispiel zu Maximum Likelihood

Beispiel

—0.011

0.005

mF=C+ (a—a)’+(xe—a)®

202
OF _ _2x—a)t2(xe—a) _ _ xl4x2 _
m 5= 502 =0wenna= "7 =4 )

m Messung einer um wahren
Wert gauB3verteilten GréB3e

2
m f(x|a) = 27:\/5 exp (—(XQJ‘? )

m Zwei Messungen, x; = 3,
Xo = 5

m L ocexp (——(X1_a)2§x2_a)2>
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Idee von Maximum Likelihood
Beispiel: Lineare Regression

Beispiel
m Wahre Werte liegen auf Ursprungsgerade g (x|a) = a- x
m Messe {x;, y;}-Paare
m Messwerte gauBverteilt mit Varianz ¢ um wahren Wert

m Wahrscheinlichkeitsdichte ist f; (x;, yj|a) = Gauss(y; — g (xj|a),

mL= Hf (x;, yila) = H exp<(y’ )2>
P L og \f 02

_ (yi—xi-a 3i__ 2x; - (yi — Xi - a)
.]:70+Z 202 ’837 Z 2072

i

m % —0wenna= (Z (x- y;)) / <Z (Xi)2>

i

o)

v
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Fehlerberechnung
Parabolischer Fall

m Likelihood-Funktion geht gegen GauBkurve fir grof3e Stichproben
m Entwickle F (a) = F (&) + 5 - & da2 (a—a)P+.

m Vergleich mit GauBBkurve exp (—%)

. (dif)*”z

da?
mFatro)=F@+3h@tro-a’+.. . =F@+5
s °R
T
4_
3t
of

2 -1 0 1 2
a
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Fehlerberechnung
Nichtparabolischer Fall

m Sei z := z(a) so, dass F; (z) := F (a~'(z)) parabolisch ist

m Bestimme o, wie vorher

B (2+r0)=F(2)+ 5 =F(A)+ 5 = F(a+ro)
Fo(2—r0)=F,(2)+ 5 =F (&) + 5 = F(a—ro)

— O¢
St
o-1r )
ok m Lese F dort abwo es um
af zugenommen hat
: m Im allgemeinen
-4 F .
5 : , , . asymmetrische Fehler

0 0.5 1 15 2
a
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Fehlerberechnung
Fehlerberechnung bei Ausgleichsgerade

Beispiel
oF Xi- (Yi —Xi-a) 25¢
" da Z o2 2_
PF _ 3 x? 15
0a? ; o2 1:_
aZf' -1/2 o 0.5 z‘
| | Ogq = (632) = u

m Fehler nur abhangig von x-Werten
m Beschreibt nur Fortpflanzung der y-Fehler in a
m Kein Goodness-of-fit

O L L L L
\/ Do X? 0 1 2 3 4
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Fehlerberechnung
Mehrere Parameter

] Gleiche Ideen funktionieren weiter
[ ] % = 0 fur alle a;.

mG= liefert das Inverse der Kovarianzmatrix V = G

= aa 6a
m F(a)=F(a)+ ; definieren Konturen gleicher Likelihood
m SchlieBen ro-Gebiete ein

solar

-
o

-
=)
LA L L L L

[\ glbbal

[10%Vv3

2
21

Am
2y
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Fehlerberechnung
Profile Likelihood

m Oft: Modell enthalt Stérparameter v
m Bendtigt zur Modellierung, aber am Ende uninteressant

m Wie wirkt sich Fehler bei der Bestimmung von v auf interessanten
Parameter a aus?

m Minimiere F fur jedes a als Funktion von v.

m Kurve wird flacher als bei
konstantem v

m FUhrt zu gréBerem o4
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Fehlerberechnung
Neyman-Konstruktion

m Bisher vorgestellte Ansatze problematisch bei kleinen Stichproben
m Bestimme Konfidenzregion die ay bei N Versuchen C - N mal

enthalt (Frequentist)

m C heiBt Coverage, a = 1 — C ist Irrtumswahrscheinlichkeit
m aist in der Konfidenzregion enthalten wenn [ £ (x|a) dx = C die

~
% 200

gemessenen {x;} enthalt

.1 = Freiheit: Wahl des
60 _.F Integrationsgebiets, zum Beispiel:
- __..- j__:-: m [ L(x|]a)dx=C
100 __:":—-— ;- | f XZO L (X | a) dx =C
@ = = m[M L(x|a)dx=a/2 A
0 Z_I)IOO - 40‘00 60‘00 BOIOO 10[;00 :;OFOO +OO
Length [km] f X’a dX = 04/2
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Bayes’sche Statistik

m Bayes-Theorem gilt auch fir Wahrscheinlichkeitsdichten

L(xa)-f(a)
mP@x)=——~——-+
(ax) PIe)
m Intepretiere P (a|x) als Glaube, dass a einen bestimmten Wert hat

g (x) konstant in a, legt Normierung fest

f (a) heiB3t Prior: Glaube vor der Messung dass a einen
bestimmten Wert hat

a liege mit Wahrscheinlichkeit 1 — « in der Kredibilitatsregion
JP(al{xi})da=1—-«
Erneut Freiheit bei der Wahl des Integrationsbereichs
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Prinzip der kleinsten Quadrate
Prinzip der kleinsten Quadrate

m GauBverteilte Fehler fihren fir F zu Ausdriicken der Form

Definition
2 2
PR a2 i — ai AV
S — (hg;ﬁ) +(Y2U§2) _i__“:}:(}’/ ~ i) :E: U};/

i ! i !

m Ay; heiBen Residuen
m Prinzip der kleinsten Quadrate: S = Minimum

m Aquivalent zu ML fiir gauBverteilte Fehler, sonst ,eigenes"
Verfahren

Ay
m Allgemein mit Kovarianzmatrix V und Ay = | A2
S = Ay"™V~' Ay = Minimum
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Prinzip der kleinsten Quadrate
Lineare kleinste Quadrate

m Lineares Modell f (x|a) = a1 fi (x) + axfo (x) +

m Vereinfachung: {y;} seien unkorreliert und gleiche Varianz o2

mS=14 Z (vi — f(xi]a))?

Z f(x) - (vi — arfi(x;) — apb(x) —...) =0

= Normalenglelchungen.

a1Zf X)) ( x,)+aZZf X))o (X;) + Zy, X;)
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Prinzip der kleinsten Quadrate
Matrixschreibweise

Normalengleichungen:
a1fo,f1 x,+a22fx,f2x, Zy, X;)

Definiere Matrix fir n Messungen und p Parameter

fy (X1 ) fg(X1 ) e fp(X1 ) a W

f1 (X2) f2(X2) e fp(Xg) ao Yo
A= : : : a= : y= :

fi(xn) fo(xn) ... fo(Xn) ap Yn

Schreibe Normalengleichungen in Matrixform:

(ATA)a = ATy
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Prinzip der kleinsten Quadrate
Matrixschreibweise

Normalengleichungen:

a1fo,f1 x,+a22fx,f2x, Zy, X;)

Definiere Matrix fir n Messungen und p Parameter

fq (X1 ) fg(X1 ) e fp(X1 ) a

fi (X2) f2(X2) ce fp(Xg) as
A= : : : a= :

fi(xn) fo(xn) ... fo(Xn) ap

Schreibe Normalengleichungen in Matrixform:

—1

(ATA)a=A"'y=a=(ATA) Aly
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Fehlerfortpflanzung und Hypothesentest
Allgemeine Losung und Fehlerfortpflanzung

m Definiere Gewichtsmatrix W := V™'
m S=Ay'V Ay = (y — Aa)"W(y — Aa)
m S wird minimal bei a = (ATWA) ' ATWy

~
B

Fehlerfortpflanzung:

m Gegeben sei lineare Transformation y = Bx
m Dann gilt Fehlerfortpflanzungsgesetz: Vy = BV,BT
m Hier:

V.=BVBT — (ATWA) 'ATWV ((ATWA)"’ ATW)T
= (ATWA) ' ATWTA (ATWTA) "

— (ATwA)™
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Kleinste Quadrate Fehlerfortpflanzung und Hypothesentest
2
x<-Test

m x2-Verteilung gibt Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Summe aus n
standard-normalverteilter Zufallsvariablen

m S folgt x2-Verteilung mit n — p Freiheitsgraden (fir gauBverteilte
Fehler)

m Wahrscheinlichkeit diesen oder gréBeren Wert fir S zu erhalten:

/S FOE )y

m Erwartungswert ist E[x2] = n

m Firn—p > 2istauch
Wahrscheinlichkeit flr kleines
S gering

0 2 4 6 8 10
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Zusammenfassung

Zusammenfassung
Maximum Kleinste Quadrate
Likelihood
Input PDFs Varianzen
Anwendbarkeit | PDFs bekannt Daten unverzerrt,
Varianzen endlich
Konsistent Ja Ja
Erwartungstreu | nur fir groBe Jaim lin. Fall
Stichproben
Effizient asymptotisch maximal (im lin. Fall)
maximal
Robust Nein Nein
Goodness-of-fit | Nein Far gauBsche Fehler
Rechenaufwand | im allgemeinen hoch | Im lin. Fall relativ
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